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ABSTRACT 
The r e s o n a n c e s  i n  t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  o f  a c e n t e r - f e d  c y l i n *  
d r i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  i m b e d d e d  i n  t h e  i o n o s p h e r e  a r e  a n a l y z e d .  The  i o n o -  
s p h e r i c  m o d e l  i s  a l o s s y ,  a n i s o t r o p i c ,  h o m o g e n e o u s  n e u t r a l  p l a s m a  
c o n t a i n i n g  v a r i o u s  i o n i c  c o n s t i t u e n t s .  I t  i s  f o u n d  t h a t  t h e r e  a r e  z e r o s  
i n  t h e  r e a c t a n c e  a t  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s  a n d  p o l e s  a t  
t h e  e l e c t r o n  a n d  i o n  g y r o f r e q u e n c i e s .  T h e s e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  a r e  i n -  
d e p e n d e n t  of  a n t e n n a  l e n g t h  a n d  o r i e n t a t i o n  ( p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  
t o  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d )  t o  t h e  f i r s t - o r d e r  a p p r o x i m a t i o n .  I t  i s  
shown t h a t  p o l e - z e r o  f r e q u e n c i e s  c o u l d  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  e a r t h ’ s  
m a g n e t i c  f i e l d  s t r e n g t h ,  e l e c t r o n  d e n s i t y ,  a n d  i o n  m a s s e s  a n d  d e n s i t i e s  
a t  a n y  p o i n t  i n  t h e  i o n o s p h e r e  a t  which  t h e  i m p e d a n c e  was m e a s u r e d .  
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GLOSSARY OF SYMBOLS 
a = a n t e n n a  r a d i u s .  
A ’  = ( r i / 4 ) W 2 / ( 1  + r 2 , / 4 )  = ( r i / 4 ) U 2 .  
B = (1 + r ; / 4 ) - ” * .  
B o  = t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d ,  a s s u m e d  t o  b e  u n i f o r m  
c2 = r;W2/(1 + r i )  = r2,V2. 
i n  t h e  v i c i n i t y  of  t h e  a n t e n n a .  
2 - 1 / 2  D = (1 + r o )  
f = t h e  s i g n a l  f r e q u e n c y .  
I o  = t h e  s o u r c e  c u r r e n t  m a g n i t u d e .  
K 2  = ( K  1 J K  3 3 ) .  
k a  = t h e  p r o p a g a t i o n  wave  number a l o n g  t h e  a n t e n n a .  
1 = t h e  a n t e n n a  h a l f - l e n g t h .  
L = M c l l l w a i n  L p a r a m e t e r .  
r n ,  = t h e  p a r t i c l e  m a s s .  
N ,  = t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y .  
q ,  = t h e  p a r t i c l e  c h a r g e .  
r = a / l .  0 
R = t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  t o  
t h e  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n .  
R E  = t h e  e a r t h ’ s  r a d i u s .  
U = WB. 
u = 1 - j z , .  
V = WD. 
V 
2 w = K - 1 .  
z = t h e  d i r e c t i o n  a l o n g  t h e  a n t e n n a ,  w h o s e  s o u r c e  
i s  p o s i t i o n e d  a t  z = 0 .  
Zj', = t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  f o r  a n  a n t e n n a  
Z, = t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  f o r  a n  a n t e n n a  
o r i e n t e d  p a r a l l e l  t o  B o .  
I 
o r i e n t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  B o .  
u n  
Z" = - 
w 
= t h e  p e r m i t t i v i t y  o f  f r e e  s p a c e .  
pL = t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  of a l e f t  c i r c u l a r l y  
p o l a r i z e d  mode. 
po = t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  of t h e  o r d i n a r y  mode. 
pR = t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  of t h e  r i g h t  c i r c u l a r l y  
p o l a r i z e d  mode.  
p x  = t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  of  t h e  e x t r a o r d i n a r y  mode 
v n  = t h e  c o l l i s i o n  f r e q u e n c y .  
w ( =  2nf) = t h e  r a d i a n  f r e q u e n c y .  
w = t h e  g y r o r e s o n a n c e  r a d i a n  f r e q u e n c y .  
0 = t h e  p l a s m a  r e s o n a n c e  r a d i a n  f r e q u e n c y .  
g n  
P "  
v i  
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1 I NTRODUCT I ON 
An e l e c t r i c  a n t e n n a  i m b e d d e d  i n  a m a g n e t o p l a s m a , s u c h  a s  t h e  i o n o -  
s p h e r e ,  i n t e r a c t s  s t r o n g l y  w i t h  t h e  medium a t  c e r t a i n  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s .  
B a s i c a l l y ,  an  e l e c t r i c  a n t e n n a  c o u p l e s  s t r o n g l y  t o  a medium whose  r e l a t i v e  
p e r m i t t i v i t y  i s  much l a r g e r  t h a n  o n e  ( e l e c t r i c  medium)  a n d  w e a k l y  t o  a 
medium whose  r e l a t i v e  p e r m e a b i l i t y  i s  much l a r g e r  t h a n  o n e  ( m a g n e t i c  
med ium) .  T h u s  t h e  p e r m i t t i v i t y  o f  a n  e l e c t r i c  medium i s  more  i m p o r t a n t  
t h a n  i s  t h e  p e r m e a b i l i t y  t o  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  an  e l e c t r i c  a n t e n n a  w i t h  
t h e  medium. T h e s e  p r e v i o u s  two s t a t e m e n t s  a p p l y  t o  a m a g n e t i c  a n t e n n a  i f  
t h r o u g h o u t  t h e  w o r d s  e l e c t r i c  and  m a g n e t i c  a r e  i n t e r c h a n g e d  a n d  p e r m i t -  
t i v i t y  a n d  p e r m e a b i l i t y  a r e  i n t e r c h a n g e d .  
T h e  c o u p l i n g  o f  a n  a n t e n n a  t o  t h e  a d j a c e n t  medium i s  o b s e r v e d  d i -  
r e c t l y  t h r o u g h  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e .  T h e  
d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  o f  a n  e l e c t r i c  a n t e n n a  i n  t h e  i o n o s p h e r e  i s  
s e n s i t i v e  i n  t h e  f i r s t  o r d e r  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p e r m i t t i v i t y ,  
w h i c h  i s  a c o m p l e x  f u n c t i o n  o f  f r e q u e n c y ,  m a s s ,  a n d  d e n s i t y  o f  t h e  i o n i z e d  
c o n s t i t u e n t s ,  t h e  p a r t i c l e  c o l l i s i o n s ,  a n d  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d .  
On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  o f  a m a g n e t i c  a n t e n n a  i n  
t h e  i o n o s p h e r e  i s  s e n s i t i v e  i n  t h e  f i r s t  o r d e r  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  p e r m e a b i l i t y , l *  w h i c h  i s  e s s e n t i a l l y  t h a t  o f  f r e e  s p a c e .  
S e v e r a l  a p p r o a c h e s  h a v e  b e e n  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a r i o u s  e f f e c t s  
o f  t h e  i o n o s p h e r e  on t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  o f  a d i p o l e  i m b e d d e d  i n  
t h e  i o n o s p h e r e .  A q u a s i - s t a t i c  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  h a s  b e e n  u s e d  by 
B l a i ~ - ~ * ~  a n d  a q u a s i - s t a t i c  m a t h e m a t i c a l  mode l  h a s  b e e n  u s e d  b y  B a l m a i n . 4  
T h e s e  t w o  f o r m u l a t i o n s ,  y i e l d i n g  e s s e n t i a l l y  t h e  same r e s u l t s ,  a r e  t h e  
b a s e s  f o r  t h e  work  i n  t h i s  p a p e r .  The i m p e d a n c e  a t  t h e  u p p e r  ( e l e c t r o n )  
h y b r i d  r e s o n a n c e  a n d  t h e  e l e c t r o n  p l a s m a  r e s o n a n c e  h a v e  b e e n  s t u d i e d  
b o t h  t h e o r e t i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y .  The l o w e r  h y b r i d  r e s o n a n c e  h a s  
b e e n  d i s c u s s e d  by F e j e r  f o r  p u l s e  r e s p o n s e s . ’  
* 
References are l i s t e d  n t  the  end of t h e  report .  
1 
O t h e r  m o d e l s  h a v e  u s e d  a s i n u s o i d a l  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n , ‘ * *  t h u s  
r e q u i r i n g  t h e  c o r r e c t  p r o p a g a t i o n  c o n s t a n t  o n  t h e  a n t e n n a . 9  Here a n  
e l e c t r i c a l l y - s h o r t  a n t e n n a  is  u s e d ,  s o  t h a t  a n t e n n a  p r o p a g a t i o n  c o n s t a n t  
i s  n o t  n e e d e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  T h e r e  a r e  n o  p o s s i b l e  i n f i n i t i e s  i n  t h e  
r e s i s t a n c e ,  s i n c e  a n  a n t e n n a  o f  f i n i t e  r a d i u s  a n d  l e n g t h  i s  u s e d . ”  A 
c o o l ”  i o n o s p h e r i c  model  i s  u s e d ,  a n d  o n l y  l o s s e s  ( c o l l i s i o n s )  a r e  c o n -  6 4  
s i d e r e d .  O t h e r  t e m p e r a t u r e  e f f e c t s , l l  i n c l u d i n g  k i n e t i c  t h e o r y  e f f e c t s , 1 2 * 1 3  
h a v e  n o t  b e e n  c o n s i d e r e d .  H o w e v e r ,  t h e  h o t  p l a s m a  c o m p r e s s i b i l i t y  e f f e c t d 4  
h a v e  n o t  b e e n  c o n s i d e r e d .  T h e  i o n o s p h e r e  i s  a s s u m e d  t o  b e  h o m o g e n e o u s  
w i t h  no  s h e a t h  r e s o n a n c e ~ l ~ . ~ ~  c o n s i d e r e d  i n  t h e  a n a l y s i s .  A c o m p r e h e n s i v e  
s e t  o f  r e f e r e n c e s  on t h i s  s u b j e c t  i s  g i v e n  b y  G a l e j s . 1 5  
T h e  S t a n f o r d  U n i v e r s i t y / S t a n f o r d  R e s e a r c h  I n s t i t u t e  VLF e x p e r i m e n t s  
a b o a r d  OGO-I11 a n d  t w o  f u t u r e  OGO s a t e l l i t e s  a r e  d e s i g n e d  i n  p a r t  t o  
m e a s u r e  t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  of  a n  e l e c t r i c  a n t e n n a .  T h e  t h e o -  
r e t i c a l  w o r k  h e r e i n  w i l l  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  
t h e s e  e x p e r i m e n t s  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h i s  
m o d e l .  
2 
2 .  MODELS AND FORMULAS 
2 . 1  D r i v i n g - P o i n t  I m p e d a n c e  F o r m u l a s  
T h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  (211 ) o f  a c e n t e r - f e d ,  c y l i n d r i c a l ,  
d P  
e l e c t r i c a l l y  s h o r t  d i p o l e  o r i e n t e d  p a r a l l e l  t o  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  
f i e l d  a n d  i m b e d d e d  i n  a h o m o g e n e o u s ,  l o s s y  m a g n e t o p l a s m a  i s :  2*3*4 
w h e r e  2 1  i s  t h e  a n t e n n a  l e n g t h  and  K , ~ ~  i s  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t  o f  t h e  
p e r m i t t i v i t y  t e n s o r ,  K ,  d e s c r i b i n g  t h e  A p p l e t o n - H a r t r e e  m a g n e t o i o n i c  
m o d e l  of  t h e  i o n o s p h e r e : 1 7  
A 
K =  
and w h e r e  
1 1  j K 1  2 




un = 1 - j zn  
"n zn = - 
w 
N n  = p a r t i c l e  d e n s i t y  
q ,  = p a r t i c l e  c h a r g e  
mn = p a r t i c l e  m a s s  
B o  = e a r t h ' s  m a g n e t i c  f i e l d ,  a s s u m e d  t o  b e  u n i f o r m  
i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  a n t e n n a  
= p e r m i t t i v i t y  o f  f r e e  s p a c e  
u = c o l l i s i o n  f r e q u e n c y  
( =  2 7 f )  = r a d i a n  f r e q u e n c y  
f = s i g n a l  f r e q u e n c y  
= p l a s m a  r e s o n a n c e  r a d i a n  f r e q u e n c y  
P "  
w = g y r o r e s o n a n c e  r a d i a n  f r e q u e n c y  
g n  
1 = a n t e n n a  h a l f  l e n g t h  
a = a n t e n n a  r a d i u s .  
4 
T h e  s u b s c r i p t  n i n d i c a t e s  t h e  n t h  c o n s t i t u e n t .  R a t i o n i z e d  MKS u n i t s  a r e  
u s e d  t h r o u g h o u t ,  a n d  t h e  h a r m o n i c  t i m e  i s  a s s u m e d .  T h e  e l e m e n t s ,  
E q .  ( 3 ) ,  o f  t h e  p e r m i t t i v i t y  m a t r i x ,  E q .  ( 2 ) ,  a r e  a l s o  e x p r e s s e d  i n  t e rms  
of  t h e  r e f r a c t i v e  i n d i c e s ,  p r ,  pl for r i g h t - h a n d  a n d  l e f t - h a n d  p o l a r i z e d  
w a v e s  a n d  p o ,  px f o r  o r d i n a r y  a n d  e x t r a o r d i n a r y  w a v e s .  
S i m i l a r l y ,  t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  o f  a c e n t e r - f e d ,  c y l i n d r i c a l ,  
e l e c t r i c a l l y  s h o r t  d i p o l e ,  o r i e n t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  e a r t h ' s  m a g n e t i c  
f i e l d  a n d  i m b e d d e d  i n  a h o m o g e n e o u s ,  l o s s y  m a g n e t o p l a s m a  i s :  3 
w h e r e  
U = WB 
V = WD 
W = K 2 - 1  
K 2  = ( K ~ ~ / K ~ ~ )  . 
5 
H e r e  e i s  t h e  c o m p l e t e  e l l i p t i c  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d .  T h e  r e m a i n -  
d e r  i n t e g r a l s  I, and I, a r e  of o r d e r  ( r i )  s u c h  t h a t  
T h e  e l e c t r i c a l l y  s h o r t  d i p o l e  i s  a s s u m e d  t o  h a v e  a t r i a n g u l a r  c u r r e n t  
d i s t r i b u t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  s i n u s o i d a l  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n :  
w h e r e  
I o  = t h e  s o u r c e  c u r r e n t  m a g n i t u d e  
k a  = t h e  p r o p a g a t i o n  wave number a l o n g  t h e  a n t e n n a  
z = t h e  d i r e c t i o n  a l o n g  t h e  a n t e n n a ,  whose  s o u r c e  
i s  p o s i t i o n e d  a t  z = 0 .  
For  ( k a l )  << 1 ,  t h e n ,  t h e  a b o v e  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n  i s  a p p r o x i m a t e d  by 
t h e  f o l l o w i n g  t r i a n g u l a r  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n :  
I t  i s  f o r t u n a t e  t h a t  t h  s q u a s i - s t a t i c  d i s t r i b u t i o n  d o e s  n o t  c o n t a i n  t h e  
a n t e n n a  wave  n u m b e r ,  k a  s i n c e  i t  i s  n o t  w e l l  known a n d  i s  a f u n c t i o n  o f  
t h e  p l a s m a  c o n s t i t u e n t s  a n d  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d . ’  I n  a n  i o n o -  
s p h e r e  w i t h  t y p i c a l  c o l  i s i o n  l o s s e s ,  k a  c a n  become l a r g e  b u t  f i n i t e  
d e p e n d i n g  on t h e  a n t e n n a  o r i e n t a t i o n  ( a n d  t h e  d i a m e t e r  o f  a n  i o n  s h e a t h ,  
i f  i t  e x i s t s ) ;  t h u s  t h e  c o n s t r a i n t  ( k a l  << 1 )  may r e q u i r e  a v e r y  s h o r t  
a n t e n n a .  18 
2 . 2  A p p r o x i m a t i o n  o f  D r i v i n g - P o i n t  I m p e d a n c e  F o r m u l a s  
T h e  i m p e d a n c e  f o r m u l a  g i v e n  i n  E q .  ( 1 )  c a n  b e  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  b y  
u s i n g  c e r t a i n  r e a s o n a b l e  a p p r o x i m a t i o n s .  I f  t h e  a n t e n n a  i s  a t y p i c a l l y  
l o n g ,  t h i n  c y l i n d r i c a l  d i p o l e  a n d  r o  << I ( K ~ ~ / K ~ ~ ) ’ ~ ,  t h e  f o l l o w i n g  
6 
a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  i s  u s e f u l  f o r  t h e  a n t e n n a  o r i e n t e d  p a r a l l e l  t o  t h e  
e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d :  
For  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h e  s i g n a l  f r e q u e n c y  n e a r  t h e  n a t u r a l  r e s o n a n c e s  i n  
t h e  i o n o s p h e r e ,  K~~ 0 ,  and r o  >> I ( K ~ ~ / K ~ ~ ) % ~ ,  E q .  ( 1 )  r e d u c e s  t o  
S i m i l a r l y ,  E q .  ( 5 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  f o r  t h e  c a s e  o f  a t y p i c a l l y  l o n g ,  
t h i n  c y l i n d r i c a l  d i p o l e  and  f o r  t h e  c a s e  o f  f l e s s  t h a n  t h e  HF b a n d  a n d  
f # 4. 
u s i n g  b i n o m i a l  e x p a n s i o n s :  
T h e n  t h e  f o l l o w i n g  q u a n t i t i e s  i n  Eq.  ( 6 )  c a n  be a p p r o x i m a t e d  by 
B = 1 - r i / 8  + r t / 3 2  
By s u b s t i t u t i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  shown i n  Eq.  ( 1 0 )  i n t o  E q .  ( 6 1 ,  t h e  
d r i v i n g  i m p e d a n c e ,  E q .  ( 5 ) ,  f o r  t h e  a n t e n n a  o r i e n t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  
t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d  r e d u c e s  t o  t h e  f o l l o w i n g :  
A n e c e s s a r y  c h e c k  i s  t o  a l l o w  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d  B o  - 0 ;  
t h e n  K~~ = K = K ,  a n d  K~~ = 0 ,  w h i c h  e l i m i n a t e s  t h e  a n i s o t r o p y . ’  Con-  
s e q u e n t l y ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  E q s .  ( 5 )  a n d  (11) r e d u c e  t o  t h e  same 
f o r m u l a  g i v i n g  t h e  i m p e d a n c e  of  a c e n t e r - f e d  c y l i n d r i c a l  d i p o l e  i n  a 
3 3  
7 
* l o s s y ,  h o m o g e n e o u s ,  i s o t r o p i c  p l a s m a :  
1 
Z d p  - -j 'TU€ K In (-+ 1 1  , - a >> 1 . 
0 
( 1 2  1 
F i n a l l y ,  i f  t h e  e l e c t r o n  a n d  t o t a l  i o n  d e n s i t i e s  N -+ 0 ,  t h e n  K .+ 1 ,  a n d  
t h e  i m p e d a n c e ,  E q .  ( 1 2 ) ,  r e d u c e s  t o  t h e  p u r e l y  c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e  o f  a 
s y m m e t r i c a l l y  d r i v i n g  d i p o l e  i n  f r e e  s p a c e :  
2 . 3  I m p e d a n c e  R e s o n a n c e  f o r  a n  E l e c t r o n - P r o t o n  P l a s m a  
T h e  i m p e d a n c e  o f  t h e  e l e c t r i c a l l y  s h o r t  a n t e n n a  i n  f r e e  s p a c e  h a s  n o  
r e s o n a n c e s ,  s i n c e  i t  i s  p u r e l y  c a p a c i t i v e .  H o w e v e r ,  t h e  s a m e  a n t e n n a  
i m b e d d e d  i n  a n  i s o t r o p i c  p l a s m a  w i l l  e x p e r i e n c e  a r e s o n a n c e  p o l e  i n  t h e  
d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e ,  E q .  ( 1 2 ) ,  a t  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y ;  t h a t  i s  
a n d  
T h e r e  a r e  a d d i t i o n a l  r e s o n a n c e s ,  w h i c h  a r e  c a u s e d  by t h e  a n i s o t r o p y ,  
= a) a n d  a d d i t i o n a l  p o l e s  i n  t h e  form o f  z e r o s  a t  t h e  g y r o r e s o n a n c e s  
a t  t h e  h y b r i d  r e s o n a n c e s  ( K ~ ~  = 0 ) .  
r e s o n a n c e s ,  t h e  p l a s m a  i s  f i r s t  assumed t o  b e  l o s s l e s s .  T h e  mos t  g e n e r a l  
c a s e  h a v i n g  a n  a l g e b r a i c  s o l u t i o n  i s  a p l a s m a  whose  c o n s t i t u e n t s  a r e  
e l e c t r o n s  a n d  t h r e e  d i f f e r e n t  i o n  s p e c i e s .  T h e  a d d i t i o n a l  c o m p l e x i t y  
of  t h e  a n i s o t r o p y  c o n t r i b u t e s  n z e r o s  i n  t h e  p a r a l l e l  i m p e d a n c e  E q .  (81 ,  
( K ~ ~  
To d e m o n s t r a t e  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  
8 
T h e  a n i s o t r o p y  a l s o  c o n t r i b u t e s  n z e r o s  i n  t h e  p e r p e n d i c u l a r  i m p e d a n c e ,  
E q .  ( 1 1 1 ,  
a n d  c o n t r i b u t e s  n p o l e s ,  
A c o m p a r i s o n  o f  Eq.  ( 1 6 )  w i t h  Eq.  ( 18 )  and E q .  ( 1 7 )  w i t h  E q .  ( 1 9 )  s h o w s  
t h a t  t h e  p o l e s  a n d  z e r o s  o f  t h e  i m p e d a n c e  o c c u r  a t  t h e  z e r o s  a n d  p o l e s ,  
r e s p e c t i v e l y ,  o f  K ~ ~ .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  s i g n a l  f r e q u e n c y ,  
t y p e s  a n d  d e n s i t i e s  o f  c o n s t i t u e n t s ,  and m a g n e t i c  f i e l d  t h a t  g i v e s  t h e  
z e r o s  and  p o l e s  i n  K~~ g i v e s  t h e  same p o l e s  a n d  z e r o s ,  r e s p e c t i v e l y ,  i n  
t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  f o r  e i t h e r  o r i e n t a t i o n .  M o r e o v e r ,  t h e  i m p e d -  
a n c e  p o l e s  a n d  z e r o s  a r e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  a n t e n n a  g e o m e t r y ,  a s  l o n g  a s  
r o  << 1.  
To i l l u s t r a t e  t h e  n a t u r e  
a p l a s m a  c o n t a i n i n g  i o n s  o f  f 
t r o p i c  e l e c t r o n -  p r  o t  on p l a s m a  
t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  p e r m i t t i v  
11 
K 
1 2  K 
3 3  K 
w h e r e  t h e  s u b s c r i p t s  e a n d  1 
o f  t h e  p o l e s  a n d  z e r o s  o f  t h e  i m p e d a n c e  f o r  
n i t e  m a s s ,  t h e  c a s e  of  a l o s s l e s s  a n i s o -  
i s  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l .  F o r  t h i s  c a s e ,  
t y  m a t r . i x ,  E q .  ( 3 1 ,  become:  
-t- 
1 - Y ;  1 - Y ;  
r e f e r  t o  e l e c t r o n  a n d  p r o t o n  
1 U s i n g  E q .  ( 4 )  i n  E q .  ( 2 0 )  a n d  s o l v i n g  f o r  t h e  z e r o s  i n  K 
o b t a i n s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  f r e q u e n c i e s :  Fo r  K I 1  z e r o ,  
r e s p e c t  
a n d  K~~ 
( 2 0 b )  
v e l y .  
o n e  
9 
f o r  K~~ z e r o ,  
w = w  
3 u e  ' 
w h e r e  
( 2 1 b )  
By u s i n g  E q .  ( 2 1 )  i n  E q s .  ( 8 )  and  (11 ) ,  t h e  p o l e  a n d  z e r o  f r e q u e n c i e s  
a r e  d e t e r m i n e d  d i r e c t l y .  
f r e q u e n c  i e  s : 
I The  p o l e s  o f  Z d P  a n d  Z:p o c c u r  a t  t h e  f o l l o w i n g  
1 
T h e  z e r o s  o f  Z, a n d  zyp o c c u r  a t  t h e  f o l l o w i n g  f r e q u e n c i e s :  
P 
T h e  f i v e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  a r e  p o s i t i o n e d  on an  i m p e d a n c e  d i a g r a m  
( F i g .  1 )  w i t h  f r e q u e n c y  i n c r e a s i n g  t o  t h e  r i g h t .  The s p e c i a l  c o n d i t i o n s  
o c c u r r i n g  a t  e a c h  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  a r e  i n d i c a t e d  a t  t h e  t o p  o f  t h e  
v e r t i c a l  l i n e s  a b o v e  t h e  f r e q u e n c i e s .  T h e s e  l i n e s  s e p a r a t e  t h e  i m p e d -  
a n c e  i n t o  s i x  r e g i o n s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  s i g n a l  f r e q u e n c y  u s e d .  
s y m b o l s  u s e d  i n  t h e  t o p  f o u r  r o w s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  p a r a m e t e r  ( o n  
The '< 
1 0  
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RADIAN FREQUENCIES 
FIG. 1 CRITICAL FREQUENCIES AND REGIONS IN THE DRIVING-POINT IMPEDANCE 
FOR A REPRESENTATIVE TWO-CONSTITUENT PLASMA 
1 1  
t h e  l e f t  o f  e a c h  r o w )  i s  g r e a t e r  o r  l e s s  t h a n  o n e .  T h e  f s y m b o l s  u s e d  
i n  t h e  b o t t o m  s e v e n  r o w s  i n d i c a t e  t h a t  t he  p a r a m e t e r  i s  g r e a t e r  o r  l e s s  
t h a n  z e r o .  R e g a r d l e s s  of  t h e  p a r t i c l e  d e n s i t y  o r  t h e  e a r t h ' s  m a g n e t i c  
f i e l d  s t r e n g t h ,  t h e  f r e q u e n c i e s  w i l l  a l w a y s  b e  o r d e r e d  a s  i n d i c a t e d ,  
w i t h  t h e  e x c e p t i o n  t h a t  w a  may b e  l e s s  t h a n  w . 
g e  
T h e  p o l e  c a u s e d  o n l y  by t h e  e l e c t r o n s  o c c u r s  a t  t h e  u p p e r  h y b r i d  
f r e q u e n c y , "  a n d  t h e  p o l e  c a u s e d  by t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n s ,  
i o n s ,  a n d  a n i s o t r o p y  o c c u r s  a t  t h e  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c y .  T h e  u p p e r  
a n d  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s  f o r  t h e  i m p e d a n c e  o f  an  a n t e n n a  i n  an  
a n i s o t r o p i c  e l e c t r o n - p r o t o n  p l a s m a  a r e  shown i n  F i g .  2 .  
2 . 4  I m p e d a n c e  R e s o n a n c e s  f o r  a M u l t i p l e - I o n  P l a s m a  
T h e  h i g h e s t - o r d e r  e q u a t i o n  t h a t  c a n  b e  s o l v e d  a l g e b r a i c a l l y  i s  a 
f o u r t h - o r d e r  p l a s m a  c o n t a i n i n g  e l e c t r o n s  a n d  t h r e e  i o n i c  c o n s t i t u e n t s .  
I t  c a n  b e  shown t h a t  t h e  f o l l o w i n g  b i q u a d r a t i c  e q u a t i o n  c a n  b e  s o l v e d  
f o r m a l l y  t o  g i v e  t h e  f o u r  z e r o s  i n  K~~ and  t h e  f o u r  p o l e s  i n  t h e  i m p e d a n c e ,  
w h e r e  









FIG. 2 THE UPPER-HYBRID FREQUENCY, f,, AND LOWER-HYBRID 
FREQUENCY, f,, FOR AN ELECTRON-PROTON PLASMA 
1 3  
T h e  s u b s c r i p t s  1,  2 ,  a n d  3 r e f e r  t o  t h e  i o n s  i n  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  m a s s .  
The  f i f t h  i m p e d a n c e  p o l e  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  z e r o  i n  K ~ ~ ,  w h i c h  o c c u r s  
a t  t h e  f o l l o w i n g  f r e q u e n c y :  
T h e  f o u r  i m p e d a n c e  z e r o s  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  p o l e s  i n  K~~ and  o c c u r  
a t  t h e  g y r o f r e q u e n c i e s  o f  t h e  f o u r  c o n s t i t u e n t s .  
F o r  m u l t i p l e - i o n i c  p l a s m a s  o f  more t h a n  f o u r  c o n s t i t u e n t s ,  o n e  m u s t  
employ  t h e  u s u a l  e m p i r i c a l  o r  n u m e r i c a l  m e t h o d s  t o  d e t e r m i n e  t h e  a n i s o -  
t r o p i c a l l y  g e n e r a t e d  i m p e d a n c e  p o l e s  by c a l c u l a t i n g  t h e  z e r o s  i n  K~~ a n d  
t h e  z e r o  i n  K ~ ~ .  t h e  o r d e r i n g  o f  t h e  f l n ,  f g n p a i r  f o r  e a c h  o f  
t h e  i o n s  i s  t h e  same a s  t h a t  shown f o r  t h e  p r o t o n  i n  F i g .  1 .  S i n c e  t h e  
( n  + 1 ) t h  i o n  i s  h e a v i e r  t h a n  t h e  n t h ,  t h e  f r e q u e n c y  p a i r  f l ( n + l ) ,  
f g ( n + l )  i s  a l w a y s  l o w e r  t h a n  t h e  fin, f p a i r .  T h e  r e g i o n  o f  
f, ,  5 f 5 f l n  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  same c h a r a c t e r i s t i c s  o f  K ~ ~ ,  
i m p e d a n c e  a s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  p r o t o n  r e g i o n  o f  f g l  5 f 5 f l l .  
H o w e v e r ,  
g n  
K ~ ~ ,  a n d  
2 . 5  E f f e c t  o f  C o l l i s i o n s  on t h e  Impedance  R e s o n a n c e s  
T h e  d i s c u s s i o n  i n  S e c s .  2 . 2  a n d  2 . 3  h a s  b e e n  i d e a l i z e d  t o  t h e  c a s e  
of a l o s s l e s s  i o n o s p h e r e .  As i n  t h e  c a s e  o f  a n y  p a s s i v e  L--C n e t w o r k  
c o n t a i n i n g  p o l e s ,  t h e  ma in  e f f e c t  o f  i n t r o d u c i n g  l o s s e s  ( p a r t i c l e  c o l -  
l i s i o n s )  i s  t o  r e d u c e  t h e  v a l u e  o f  t h e  i m p e d a n c e  a t  t h e  p o l e s  f r o m  
i n f i n i t e  t o  f i n i t e .  T h e  s e c o n d a r y  e f f e c t  i s  t o  s h i f t  s l i g h t l y  t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  p o l e s  a n d  z e r o s .  I n  o r d e r  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t s  o f  
c o l l i s i o n s ,  t h e  r e p r e s e n t a t i v e  c a s e  o f  e l e c t r o n  c o l l i s i o n s  i s  e x a m i n e d .  
By u s i n g  E q .  ( 3 d ,  a ,  a n d  c ) ,  e x p a n d  a s  f o l l o w s :  
= 1 - 'Ye K 1  1 
(1 - 2,' - Y 2 ) 2  + 42; 
1 4  
E x a m i n a t i o n  o f  E q .  ( 2 6 a )  r e v e a l s  t h a t  1 ~ ~ ~ 1 ,  R e ( K l l ) ,  and  I m ( K l l )  a r e  
a l l  m a x i m i z e d  a t  t h e  f o l l o w i n g  f r e q u e n c y :  
wc = (a ie  + ue 2 ) %  . ( 2 7  1 
T h e  maximum v a l u e s  a t  t h i s  p e a k  f r e q u e n c y  a r e  a p p r o x i m a t e d  by  
1 5  
3. IMPEDANCE PLOTS AND DISCUSSION 
The  s i g n i f i c a n t  f e a t u r e s  o f  t h e  p o l e s  a n d  z e r o s  o f  t h e  d r i v i n g -  
p o i n t  i m p e d a n c e  a r e  d e m o n s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f i g u r e s .  The  s e r i e s  
r e a l  ( r e s i s t i v e )  a n d  i m a g i n a r y  ( r e a c t i v e )  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p a r a l l e l  
[Eq.  ( 1 ) I  a n d  p e r p e n d i c u l a r  [ E q .  ( 1 1 1 1  i m p e d a n c e s  a r e  p l o t t e d  a s  a f u n c t i o n  
o f  f r e q u e n c y  f o r  v a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  of g e o p h y s i c a l  a n d  a n t e n n a  p a r a m e t e r s .  
The  a n t e n n a  l e n g t h  a n d  r a d i u s  a r e  c h o s e n  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  a n t e n n a  i s  an  
e l e c t r i c a l l y  s h o r t  d i p o l e  u n d e r  a l l  t y p i c a l  i o n o s p h e r i c  c i r c u m s t a n c e s  f o r  
f r e q u e n c i e s  b e l o w  1 0 0  kHz. The  Z / a  = l o 3  w i t h  1 = I m  a n d  a = 0.001m was 
u s e d  i n  a l l  b u t  o n e  c a s e ,  i n  w h i c h  Z/a = l o 2  w i t h  1 = l m  a n d  a = 10-’m . 
The  c a s e s  a r e  p r e s e n t e d  i n  o r d e r  of d e c r e a s i n g  h e i g h t - t h a t  i s ,  o f  i n -  
c r e a s i n g  p l a s m a  c o m p l e x i t y .  
T h e  s i m p l e s t  r e a l i s t i c  m a c r o s c o p i c  p l a s m a  mode l  o f  t h e  i o n o s p h e r e ”  
i s  o n e  f o r  t h e  m a g n e t o s p h e r e  w h i c h  i s  e s s e n t i a l l y  a w e a k l y  a n i s o t r o p i c  
p r o t o n o s p h e r e .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  i m p e d a n c e  i n  F i g .  3 shows  p e a k s  a t  f , ,  
f a ,  a n d  f l l .  S i n c e  f , ,  << f p e ,  t h e  u p p e r  h y b r i d  r e s o n a n c e  i n  K~~ i s  
f ,  = f,,; a n d  s i n c e  t h e  p r o t o n  p l a s m a  f r e q u e n c y  f P l  << f p e ,  t h e  r e s o n a n c e  
i n  K~~ is f a  = f,,. T h u s  two  p e a k s  i n  t h e  i m p e d a n c e  o c c u r  a t  a p p r o x  
f , , .  T h e  t h i r d  p e a k  o c c u r s  a t  t h e  l o w e r  h y b r i d  r e s o n a n c e  i n  K~~ and  
f l l  - f ,  , ( m , / m ) ’ ,  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d  
F o r  t h e  r e g i o n  f > f p e ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  c a p a c i t i v e  w i t h  a s m a l  
m a t e l y  
i s  
re -  
s i s t i v e  c o m p o n e n t .  The c a p a c i t a n c e  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y  
f r o m  f , ,  a n d  e v e n t u a l l y  a p p r o a c h e s  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  t h e  a n t e n n a  i n  f r e e  
s p a c e .  T h e  r e s i s t a n c e  i n  t h i s  r e g i o n  i s  c a u s e d  e x c l u s i v e l y  by t h e  i o n o -  
s p h e r i c  l o s s e s  a n d  wou ld  t h e o r e t i c a l l y  b e  z e r o  i f  c o l l i s i o n s  were n e g l e c t e d .  
For  t h e  two r e g i o n s  f 
w i t h  a s m a l l  r e s i s t i v e  c o m p o n e n t .  The r e a c t a n c e  becomes  i n d u c t i v e  b e c a u s e  
t h e  s i g n a l  f r e q u e n c y  i s  i n  t h e  “ c u t o f f ”  r e g i o n  o f  t h e  i o n o s p h e r e ,  a s  i n -  
d i c a t e d  by t h e  f a c t  t h a t  K~~ a n d  K~~ h a v e  n e g a t i v e  r e a l  p a r t s  ( s e e  F i g .  
T h e  i n d u c t a n c e  i s  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  f o r  f r e q u e n c i e s  n o t  n e a r  t h e  
r e s o n a n c e s ;  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  i n d u c t i v e  r e a c t a n c e  i n c r e a s e s  p r o p o r t i o n a l l y  
w i t h  f r e q u e n c y .  A g a i n ,  t h e  r e s i s t a n c e  i n  t h e s e  r e g i o n s  i s  c a u s e d  b y  io r?n -  
s p h e r i c  l o s s e s  a n d  w o u l d  b e  z e r o  i f  c o l l i s i o n s  were n e g l e c t e d .  
< f < f,, a n d  f < f l l ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  i n d u c t i v e  g e  
1 ) .  
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F o r  t h e  r e g i o n  f l l  < f < f g e ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  r e s i s t i v e  w i t h  a s m a l l  
The l a r g e  r e s i s t a n c e  i s  c a u s e d  by t h e  f a c t  t h a t  K~~ c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e .  
i s  p o s i t i v e  a n d  K~~ i s  n e g a t i v e ;  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  r e s i s t a n c e  r e p r e s e n t s  
p r i m a r i l y  r a d i a t i o n  l o s s e s  i n  t h e  i o n o s p h e r e  a n d  w o u l d  n o t  c h a n g e  a p p r e -  
c i a b l y  e v e n  i f  i o n o s p h e r i c  c o l l i s i o n s  were  n e g l e c t e d .  A l t h o u g h  t h i s  i s  a 
q u a s i - s t a t i c  a n a l y s i s ,  t h e r e  i s  a q u a s i - . s t a t i c  componen t  o f  b o t h  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d  a n d  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  i n  t i m e  a n d  s p a c e  q u a d r a t u r e 4  s u c h  
t h a t  r a d i a t i o n  c a n  e x i s t  i n  t h e  q u a s i - s t a t i c  z o n e  o f  t h e  a n t e n n a .  The  
c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e  i s  u n u s u a l  i n  t h a t  i t  i s  % f ” ;  
i t a n c e  i s  a c t u a l l y  
t h e  i o n o s p h e r e .  T h u s  t h e  r e a c t i v e  e l e m e n t  i n  t h i s  r e g i o n  i s  e f f e c t i v e l y  
a n e g a t i v e  i n d u c t a n c e .  
t h a t  i s ,  t h e  c a p a c -  
f - 2  b e c a u s e  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  d i p o l e  w i t h  
The i m p e d a n c e  i n  F i g .  4 i s  p l o t t e d  f o r  t h e  i d e n t i c a l  m a g n e t o s p h e r i c  
mode l  u s e d  f o r  F i g .  3. However ,  i n  F i g .  4, a w i d e r  a n t e n n a  i s  u s e d ,  w i t h  
t h e  h a l f  l e n g t h ,  1 = l m  and  t h e  r a d i u s ,  a = 10-2m,  s o  t h a t  t h e  r a t i o  
l / a  = l o 2 .  T h e  i m p e d a n c e  i n  F i g .  4 i s  r e d u c e d  i n  m a g n i t u d e  by l e s s  t h a n  
50 p e r c e n t  e v e r y w h e r e ,  a l t h o u g h  t h e  r a d i u s  w a s  i n c r e a s e d  by a f a c t o r  o f  1 0 .  
B e c a u s e  t h e  r a d i u s  a p p e a r s  o n l y  i n  t h e  In t e rm i n  Eq. ( 1 1 1 ,  l a r g e  c h a n g e s  
i n  a r e s u l t  i n  o n l y  s m a l l  c h a n g e s  i n  i m p e d a n c e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  a 
t h i n n e r  a n t e n n a  were  u s e d ,  f o r  e x a m p l e ,  1 = 10m, a = s o  t h a t  
Z / a  = l o 4 ,  
f r o m  t h a t  i n  F i g .  3 .  I n  f a c t ,  i f  t h e  r a t i o  Z / a  i s  p r e s e r v e d ,  t h e  i m p e d a n c e  
s c a l e s  % 1 - ’ ;  f o r  e x a m p l e ,  w i t h  1 = 10m, a n d  a = 1 0 - 2 m ,  s o  t h a t  l / a  = l o 3 ,  
t h e  i m p e d a n c e  w o u l d  b e  r e d u c e d  e x a c t l y  o n e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  f r o m  t h a t  i n  
F i g .  3. 
t h e  i m p e d a n c e  wou ld  b e  r e d u c e d  a l m o s t  an  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  
I t  i s  n o t e w o r t h y  t h a t  t h e  r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  a r e  n o t  s h i f t e d  by any  
o f  t h e  f o u r  c a s e s  o f  c h a n g i n g  1 ,  a ,  or  1 / a  d i s c u s s e d  a b o v e .  A c o m p a r i s o n  
o f  F i g s .  3 a n d  4 d e m o n s t r a t e s  t h i s  p o i n t  f o r  t h e  f i r s t  two c a s e s  a b o v e .  
The  e f f e c t  o f  t h e  i n c r e a s e  by l o 2  i n  t h e  c o l l i s i o n  r a t e  t o  
v e  = 1 s e c - ‘  was i n v e s t i g a t e d .  
c h a n g e s  i n  t h e  i m p e d a n c e ,  b e c a u s e ,  i n  s p i t e  o f  t h e  i n c r e a s e d  u e ,  t h e  i n -  
e q u a l i t y  X e  >> Y 2  >> Z e  r e m a i n e d  u n c h a n g e d .  A l t h o u g h  i t  i s  n o t  demon- 
s t r a t e d  i n  t h e  g r a p h s ,  t h e  main e f f e c t  i s  t o  d e c r e a s e  t h e  m a g n i t u d e  o f  
t h e  r e a c t a n c e  a n d  t o  i n c r e a s e  t h e  r e s i s t a n c e  n e a r  t h e  r e s o n a n c e s .  T h i s  
e f f e c t  i s  e s s e n t i a l l y  t h ~  same f o r  a l l  t h e  f o u r  c o m b i n a t i o n s  o f  1 ,  a ,  
a n d  l / a  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y .  
T h e  i n c r e a s e d  u e  p r o d u c e d  o n l y  m i n o r  
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I n  F i g .  5 ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  shown f o r  t h e  same a n t e n n a  w i t h  p e r p e n -  
d i c u l a r  o r i e n t a t i o n  a s  i n  F i g .  3 ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r s  
h a v e  b e e n  c h a n g e d  t o  t h o s e  t y p i c a l  f o r  a d i s t a n c e  o f  a b o u t  two e a r t h  r a d i i .  
T h e  g e n e r a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  i m p e d a n c e  c u r v e s  i s  t h e  same i n  b o t h  f i g u r e s ,  
w i t h  t h e  e x c e p t i o n  t h a t  t h e  r e s o n a n t  f r e q u e n c i e s  a r e  i n c r e a s e d  by a t  
l e a s t  l o 2 .  T h e  s l o p e  a n d  s i g n  of  t h e  r e a c t a n c e  a s  w e l l  a s  t h e  r a t i o  of  
r e a c t a n c e  t o  r e s i s t a n c e  i n  e a c h  o f  t h e  f r e q u e n c y  r e g i o n s  i s  e s s e n t i a l l y  
t h e  same a s  i n  F i g .  3 .  T h e  m a g n i t u d e s  of t h e  r e a c t a n c e s  a r e  a b o u t  h a l f  
t h o s e  i n  F i g .  3.  
I n  F i g .  6 ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  shown f o r  t h e  same a n t e n n a  a n d  p l a s m a  
p a r a m e t e r s  a s  i n  F ig .  5 ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  t h e  a n t e n n a  i s  o r i e n t e d  
p a r a l l e l  t o  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d .  The  r e a c t a n c e  s h o w s  t h e  i d e n t i c a l  
p o l e s  a t  f ,  = f p ,  a n d  f l l ,  
d o e s  n o t  a p p e a r  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  i n  t h e  Zll, i n  Eq. 
a l s o  s h o w s  t h e  i d e n t i c a l  z e r o s  a t  f . The r e a c t a n c e  and  r e s i s t a n c e  a r e  
a b o u t  t h e  same i n  F i g s .  f o r  f L ,  < f < f , ,  
i n  F i g .  6 ,  b o t h  t h e  c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e  a n d  t h e  r e s i s t a n c e  v a r y  a p p r o x i -  
m a t e l y  a s  f-’; c o n s e q u e n t l y ,  t h e  c a p a c i t a n c e  i s  c o n s t a n t  i n  f r e q u e n c y .  
T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e  i s  a b o u t  t w i c e  t h e  r e s i s t a n c e  
a n d  i s  much l a r g e r  t h a n  i n  F i g .  5 .  F o r  f < f l l ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  i n d u c t i v e  
w i t h  a s m a l l  r e s i s t i v e  c o m p o n e n t  a n d  i s  a b o u t  t e n  t i m e s  t h a t  i n  F i g .  5.  
b u t  t h e r e  i s  n o  p o l e  a t  f a  = f , , ,  s i n c e  K~~ 
( 8 ) .  T h e r e  r e a c t a n c e  
, e  
5 a n d  6 f o r  f > f,,. However ,  
I n  F i g .  7 ,  t h e  a n t e n n a  a n d  i t s  o r i e n t a t i o n  a r e  a g a i n  t h e  same a s  i n  
F i g .  3 ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r s  h a v e  b e e n  c h a n g e d  t o  t h o s e  
t y p i c a l  f o r  a h e i g h t  o f  a r o u n d  1 0 0 0  k m .  T h i s  i o n o s p h e r i c  model  i s  a t h r e e -  
c o n s t i t u e n t  p l a s m a  c o m p o s e d  o f  H a n d  0’ i o n s  a s  w e l l  a s  e l e c t r o n s ,  a n d  
i t  i s  t h e  m o s t  c o m p l e x  p l a s m a  model  c o n s i d e r e d .  T h e r e  a r e  r e a c t a n c e  p o l e s  
+ 
S i n c e  t h e r e  a r e  two i o n s  i n  t h i s  a t  f ,  = f p , ?  f a  a f p e J  f 1 1 ’  a n d  f 1 2 ’  
c a s e ,  t h e r e  a r e  two l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s :  f c a u s e d  by t h e  H +  i o n  
d e n s i t y  a n d  f 1 2  c a u s e d  by 0’ i o n  d e n s i t y .  
o f  t h e  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s  i s  a f f e c t e d  by t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  o t h e r  
i o n s .  T h a t  i s ,  i f  e a c h  o f  t h e  c o n s t i t u e n t s  w e r e  p r e s e n t  a l o n e  ( a t  d e n s i t y  
N e ,  N , ,  
d i f f e r e n t  f r o m  f , ,  o r  f , , .  
b y  t h e  a d d i t i o n  o f  a n o t h e r  c o n s t i t u e n t  ( a s  l o n g  a s  t h e  e l e c t r o n  a n d  i o n  
d e n s i t i e s  a r e  r e a d j u s t e d  t o  m a i n t a i n  a n e u t r a l  p l a s m a )  c a n  b e  s e e n  i n  
Eq.  ( 2 4 ) .  One i n t e r e s t i n g  p e ~ u l i a r i t y  i s  t h a t  t h e  r e a c t a n c e  d o e s  n o t  
c h a n g e  s i g n  a t  f a ;  
a r e  r e a c t a n c e  z e r o s  a t  f,,, f , , ,  a n d  f g 2 ,  o n e  f o r  e a c h  c o n s t i t u e n t .  
For  t h e  m u l t i p l e - i o n  c a s e ,  e a c h  
o r  N , ) ,  e a c h  o f  t h e  s i n g l e - i o n  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s  w o u l d  b e  
The  s h i f t i n g  o f  t h e  l o w e r  h y b r i d  f r e q u e n c i e s  
t h i s  o c c u r s  o n l y  i n  t h e  c a s e  o f  f , ,  f a  = f , , .  T h e r e  
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I n  F i g .  8 ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  shown f o r  t h e  same a n t e n n a  a n d  o r i e n t a -  
t i o n  a s  i n  F i g .  3 ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r s  h a v e  b e e n  c h a n g e d  
t o  t h o s e  t y p i c a l  f o r  a h e i g h t  o f  a b o u t  300  km. T h i s  i s  an i o n o s p h e r i c  
model  f o r  a maximum e l e c t r o n  a n d  0' i o n  d e n s i t y .  
a t  f u ( =  f p e )  a n d  f 1 2 .  
i c a l  f r e q u e n c i e s  f 
a s s u m e d  t o  b e  n e g l i g i b l e ) .  The  s t r u c t u r e  o f  t h e  i m p e d a n c e  i n  F i g .  8 f o r  
f > f , ,  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  i n  F i g .  
q u e n c y  r e g i o n s  w i t h  t h e  same r e a c t a n c e  s i g n  a n d  s l o p e .  The  m o s t  s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e  i s  t h a t  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  f p e ,  f g e ,  
l a r g e r  by more t h a n  1 0 '  t h a n  f p e ,  f g e ,  and f r z  i n  F i g .  3 .  
r e g i o n  f < f , ,  i n  F i g .  8 i s  s i m i l a r  t o  t h e  r e g i o n  f l ,  < f < f g e :  
r e g i o n s  a r e  r e s i s t a n c e  w i t h  a s m a l l  c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e .  The i m p e d a n c e  
m a g n i t u d e  i s  t h e  s m a l l e s t  o f  a l l  t h e  c a s e s  c o n s i d e r e d ,  b e c a u s e  t h e  e l e c t r o n  
d e n s i t y  i s  t h e  l a r g e s t  o f  a l l  t h e  c a s e s ,  
The re  a r e  r e a c t a n c e  p o l e s  
T h e r e  a r e  r e a c t a n c e  z e r o s  a t  f a n d  f , ,  ( t h e  c r i t -  
, e  
a n d  f , ,  a r e  z e r o  i n  t h i s  c a s e ,  s i n c e  N ,  o f  H +  i o n  i s  
P l  
3 f o r  f > 1 Hz, i n c l u d i n g  t h e  same f r e -  
and f l ,  i n  F i g .  8 a r e  
The f r e q u e n c y  
B o t h  
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4. CONCLUSIONS 
The s i x  f i g u r e s  d i s c u s s e d  i n  C h a p .  3 d e m o n s t r a t e  t h e  v a r i a t i o n s  o f  
t h e  d r i v i n g - p o i n t  i m p e d a n c e  f o r  s i x  t y p i c a l  a n t e n n a  a n d  i o n o s p h e r i c  p l a s m a  
m o d e l s .  F i g u r e s  3 a n d  4 show t h a t  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  ( r e a c t i v e p o l e s  
a n d  z e r o s )  i n  t h e  i m p e d a n c e  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  c h a n g e s  o f  a n t e n n a  l e n g t h  
o r  r a d i u s  o r  b o t h .  The  i m p e d a n c e  v a r i e s  w i t h  r a d i u s  a s  ( - 1 n n )  a n d  w i t h  
l e n g t h  a s  ( I n  Z ) / l ;  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  i m p e d a n c e  i s  much more  s e n s i t i v e  t o  
c h a n g e s  i n  l e n g t h  t h a n  i n  r a d i u s .  
F i g u r e s  5 a n d  6 show t h a t  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  a r e  i n d e p e n d e n t  
o f  t h e  p a r a l l e l  o r  p e r p e n d i c u l a r  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  a n t e n n a ,  w i t h  t h e  e x +  
c e p t i o n  t h a t  f a  d o e s  n o t  a p p e a r  i n  t h e  Zi l  . 
S O  f a  = f, = f p c ;  
I n  m o s t  c a s e s ,  
t h e  f a  c a n n o t  b e  d i s t i n g u i s h e d  f r o m  t h e  f , .  
f , ,  << f p ,  P 
c o n s e q u e n t l y ,  
F i g u r e s  3 ,  5 ,  7 ,  a n d  8 g i v e  t h e  i m p e d a n c e s  f o r  a n t e n n a s  w i t h  t h e  s a m e  
s i z e ,  s h a p e ,  a n d  p e r p e n d i c u l a r  o r i e n t a t i o n  b u t  w i t h  d i f f e r e n t  i o n o s p h e r i c  
p a r a m e t e r s .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e s e  f i g u r e s  s h o w s  t h a t  t h e  b a s i c  s t r u c t u r e  
o f  t h e  i m p e d a n c e ,  i n c l u d i n g  t h e  r e a c t a n c e  s i g n  a n d  t h e  s l o p e ,  i s  t h e  same 
f o r  t h e  v a r i o u s  f r e q u e n c y  r e g i o n s  c o n s i d e r e d .  The  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  
among t h e s e  f i g u r e s  i s  t h a t  t h e  v a l u e  of  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  t e n d s  
t o  i n c r e a s e  w i t h  d e c r e a s i n g  h e i g h t ,  t h a t  i s ,  w i t h  i n c r e a s i n g  c o n s t i t u e n t  
d e n s i t i e s  a n d  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  f i e l d  s t r e n g t h .  T h e  r e a c t a n c e  p o l e s  
[ g y r o r e s o n a n c e s ,  t h a t  i s ,  z e r o s  i n  K ~ ~ ;  s e e  Eq. 
c l u s i v e l y  by t h e  e a r t h ’ s  f i e l d  a n d  c o n s t i t u e n t  m a s s e s .  The r e a c t a n c e  
z e r o s  ( h y b r i d  r e s o n a n c e s ,  t h a t  i s ,  p o l e s  i n  K ~ ~ )  a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  
e a r t h ’ s  f i e l d  a n d  t h e  c o n s t i t u e n t  m a s s e s  a n d  d e n s i t i e s .  
( 3 a ) l  a r e  d e t e r m i n e d  e x -  
The l o c a t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  i n  t h e  i m p e d a n c e  c a n  b e  
u s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r  t o  d i a g n o s e  t h e  i o n o s p h e r e :  
( 1 )  T h e  h i g h e s t  ( i n  f r e q u e n c y )  p o l e  i s  t h e  e l e c t r o n  g y r o -  
r e s o n a n c e  a n d  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  e a r t h ’ s  m a g n e t i c  
f i e l d ,  B o .  
( 2 )  T h e  r e m a i n i n g  p o l e s  a r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  m a s s e s  o f  
t h e  i o n s ,  t h e  lower (ii; f r e q u e n c y !  t . h e  p o l e  t h e  l a r g e r  
t h e  m a s s .  
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( 3 )  
(4) 
( 5 )  
The h i g h e s t  z e r o  i s  t h e  u p p e r  ( e l e c t r o n )  h y b r i d  
r e s o n a n c e ;  s i n c e  B o  i s  known a l r e a d y  f r o m  ( 1 )  a b o v e ,  
t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y ,  N e ,  i s  d e t e r m i n e d .  
The s e c o n d  h i g h e s t  z e r o  is t h e  l o w e r  h y b r i d  r e s o n a n c e  
o f  t h e  l i g h t e s t  i o n  a n d  i s  d e p e n d e n t  m a i n l y  o n  t h i s  
i o n  d e n s i t y  N , ,  mass m , ,  a n d  Bo. S i n c e  m ,  a n d  B o  a r e  
known f r o m  ( 1 )  a n d  ( 2 )  a b o v e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  N ,  i s  
d e t e r m i  n e d .  
The n e x t  h i g h e s t  z e r o  i s  t h e  l o w e r  h y b r i d  r e s o n a n c e  
o f  t h e  s e c o n d  l i g h e s t  i o n  and  i s  d e p e n d e n t  m a i n l y  on 
t h i s  i o n  d e n s i t y  N ,  a n d  m a s s  m , ,  
m l ,  a n d  Bo. S i n c e  B o ,  N , ,  m , ,  a n d  m 2  a r e  known f r o m  
(11,  ( 2 ) ,  a n d  ( 3 )  a b o v e ,  t h e  N ,  i s  d e t e r m i n e d .  T h e  
d e n s i t y  o f  e a c h  s u c c e e d i n g  i o n  i s  d e t e r m i n e d  i n  a 
s i m i l a r  m a n n e r ,  m a k i n g  u s e  of t h e  d e n s i t i e s  a n d  m a s s e s  
o f  t h e  l i g h t  i o n s  a s  w e l l  
a s  w e l l  a s  on N , ,  
a s  o f  t h e  B o .  
S u m m a r i z i n g ,  t h e  f r e q u e n c y  l o c a t i o n  o f  t h e  r e a c t a n c e  p o l e s  a n d z e r o s  
i n  t h e  i m p e d a n c e  c u r v e s  c a n  b e  u s e d  d i a g n o s t i c a l l y  t o d e t e r m i n e  t h e  e a r t h ’ s  
m a g n e t i c  f i e l d  s t r e n g t h ,  e l e c t r o n  d e n s i t y ,  a n d  i o n  m a s s e s  a n d  d e n s i t i e s .  
T h e s e  r e s o n a n c e s  a r e  i n d e p e n d e n t  of  t h e  a n t e n n a  s i z e  a n d  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  e l e c t r o n  a n d  i o n  c o l l i s i o n  r a t e s  t o  t h e  f i r s t - o r d e r  a p p r o x i m a t i o n .  
I f  t h e  known a n t e n n a  w e r e  i m b e d d e d  i n t o  a known h o m o g e n e o u s  i o n o -  
s p h e r e  ( u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  by t h e  r e a c t a n c e  r e s o n a n c e s ) ,  t h e  i m p e d a n c e  
v a l u e s  b e t w e e n  t h e  r e s o n a n c e s  t h e o r e t i c a l l y  c o u l d  b e  u s e d  t o  v e r i f y  t h e  
a n t e n n a  g e o m e t r y  a n d  t h e  i o n o s p h e r i c  p a r a m e t e r s .  However ,  i f  t h e s e  i m -  
p e d a n c e  v a l u e s  d e v i a t e d  f r o m  t h e  t h e 0  
a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n .  For  e x a m p l e ,  
were l a r g e r  t h a n  t h e  p h y s i c a l  l e n g t h  
i n  p l a s m a s ) ,  t h e  i m p e d a n c e  v a l u e s  wou 
y ,  i t  s h o u l d  be p o s s i b l e  t o  o b t a i n  
i f  t h e  a n t e n n a  e f f e c t i v e  l e n g t h  
o f t e n  t h e  c a s e  f o r  d i p o l e s  i m b e d d e d  
d b e  a f i x e d  p e r c e n t a g e  l o w e r  e v e r y -  
w h e r e .  I n c r e a s e d  e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e s ,  h e n c e  i n c r e a s e d  c o l l i s i o n  r a t e s ,  
w o u l d  g i v e  d i s p r o p o r t i o n a t e l y  h i g h  r e s i s t a n c e .  The  p r e s e n c e  o f  an  i o n  
s h e a t h  i s o l a t i n g  t h e  a n t e n n a  f r o m  t h e  n e u t r a l  homogeneous  i o n o s p h e r e  
w o u l d  i n c r e a s e  t h e  c a p a c i t i v e  r e a c t a n c e  a n d  r e d u c e  t h e  i n d u c t i v e  r e a c t a n c e .  
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